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壁面约束下椭球颗粒曳力特性研究

鲁贤民1，杨渐志1，*，顾海林2，吴灵波1

(1. 合肥工业大学 土木与水利工程学院，合肥　230009；

2. 中国计量大学 计量测试工程学院，杭州　310018)

摘　要：颗粒两相流系统广泛存在于自然界和工程应用中，实际颗粒往往并非球形且受其附近壁面的影响。基于欧拉-

拉格朗日方法的颗粒两相流数值模拟已成为非球形颗粒两相流系统设计的重要工具，然而其准确性受限于非球形颗粒

曳力模型。因此，深入研究壁面约束下非球形颗粒曳力特性并发展近壁修正预测模型具有重要意义。本文采用直接数

值模拟方法对有限雷诺数（0.5≤Re≤10）下，不同颗粒长轴取向与来流之间的夹角以及颗粒-壁面间距的单椭球颗粒曳

力特性开展详细数值研究，分析比较不同工况下曳力系数的变化，探明雷诺数、攻角以及壁面间距对椭球颗粒曳力系

数的影响规律，并评估现有自由流中椭球颗粒曳力关系式的适用性，最后发展了考虑近壁修正的椭球颗粒曳力预测模

型，为优化非球形颗粒两相流数值模拟工具提供重要支撑。
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Study on drag characteristics of an ellipsoidal particle under wall constraint
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Abstract: Fluid-particle  two-phase  flows  are  widely  encountered  in  nature  and  engineering  applications,
and particles in these flows are usually non-spherical and constrained by the nearby wall. Numerical simulation
based  on  the  Euler-Lagrange  method  has  become  an  important  approach  for  the  design  of  two-phase  flow
systems with non-spherical particles, but its accuracy is limited by the non-spherical particle drag model. In this
study, the direct numerical simulation (DNS) is performed to investigate the drag characteristics of an ellipsoidal
particle  at  a  finite  Reynolds  number  (0.5≤Re≤10)  for  different  attack  angles  between  the  particle  orientation
and the incoming flow, as well as different particle-wall gaps. The variation of drag coefficients under different
conditions is analyzed and compared, and the influence of the Reynolds number, attack angle and wall gap on the
drag coefficient of an ellipsoidal particle is explored. The applicability of existing models for predicting the drag
force of an ellipsoidal particle in the freestream is evaluated, and finally a prediction model for the drag force of
an ellipsoidal particle with the near-wall correction is developed, which can provide significant improvement for
the numerical simulation of non-spherical particle-laden flows.

Keywords: fluid-particle  two-phase  flow； ellipsoidal  particle； drag  coefficient； wall  effect；   Reynolds
number；direct numerical simulation
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 0    引　言

颗粒两相流系统广泛存在于自然界和工程应用

中，例如沙质地表上风沙运动 [1]、流化床内煤粉运

动[2] 等，因此理解颗粒与流体之间的相互作用对设计

和优化生产设备十分重要。实际颗粒两相流系统中

颗粒往往并非球形，如燃烧器中的煤粉颗粒 [3]、石油

化工中的催化剂颗粒[4] 等。

目前颗粒两相流流动模拟已有大量学者开展研

究并取得了显著成果[5-7]。作为研究颗粒两相流动的

重要工具，基于欧拉-拉格朗日框架的直接数值模拟

方法可以分为颗粒全解析和点颗粒方法。相较于颗

粒全解析直接数值模拟，点颗粒直接数值模拟通过指

定颗粒曳力系数的计算关系式，简化计算过程，大幅

减少计算量[8-9]。点颗粒直接数值模拟需要准确的颗

粒曳力模型，过去此类问题大多使用球形颗粒曳力模

型，然而在各种工程应用中，颗粒往往存在不同的形

状[10]。Mortensen等[11]、Marchioli等[12] 和 Zhao等[13-14]

对非球形颗粒槽道湍流开展数值模拟，研究了颗粒惯

性和颗粒形状对颗粒聚集、输运和旋转等行为的影

响。上述非球形颗粒壁湍流模拟均假定颗粒雷诺数

足够小，即蠕流。实际上颗粒在气力输送过程中，具

有较大的弛豫时间，与气相存在速度差，尤其是在近

壁面附近，存在速度梯度很大的边界层。此外，目前

非球形颗粒曳力模型均未考虑近壁修正，壁面约束会

对颗粒受力特性产生显著影响 [15]。椭球颗粒作为典

型的非球形颗粒，研究其曳力特性可帮助认识非球形

颗粒与流体相互作用。

颗粒曳力的研究最初是从圆球形颗粒开始，球形

颗粒的曳力系数主要受雷诺数 Re 影响，前人通过大

量的实验和数值模拟得到了许多适用于不同雷诺数

范围的曳力关系式模型[16-19]。但对于非球形颗粒，使

用球形颗粒关系式模型会产生较大的误差 [20]，因为

非球形颗粒的曳力系数不仅受到颗粒的形状影响，还

会受到颗粒与来流之间的夹角影响。有关椭球颗粒

曳力的预测主要有两种途径：第一种是定义椭球形状

和取向与球形颗粒的相关性，即 Wadell[21]、Kunii
和 Levenspiel[22] 提出的球形度相关概念，将不同形状

的颗粒同球形颗粒曳力系数关联起来。然而，

Hölzer和 Sommerfeld [23] 指出颗粒的球形度无法表征

来流攻角影响，且会出现两种不同形状的颗粒有相同

的球形度的问题；他们进而在球形度的基础上提出了

横向球形度的概念及相关关系式。该方法解决了非

球形颗粒的取向问题，但对扁平颗粒的曳力系数预测

精确度较差[24]。第二种途径是先选定颗粒形状参数，

然后基于攻角为 0°和 90°时的颗粒曳力系数，通过拟

合获得任意攻角下的曳力系数。Happel和 Brenner [25]、
Rosendahl[26] 都通过确定攻角 0°和 90°工况下的曳力

系数，基于这两个曳力系数，获得了关于任意攻角的

正弦函数形式的曳力系数关系式。后续相关的研究

发现[27]，该关系式不仅适用于斯托克斯区域，也适用

于更高雷诺数。Zastawny等[28]在 Happel和 Brenner [25]

的研究基础上，采用浸没边界法模拟研究了更高雷

诺数下椭球颗粒的曳力系数，并提出了雷诺数

1＜Re＜300范围内的曳力关系式。Ouchene等 [24, 29]

观察到 Zastawny等[28] 的预测关系式在斯托克斯区域

准确性较差，但是随着雷诺数的增加，预测的准确性

会有所提高。Ouchene等 [29] 还提出了 Re＜240时的

新的曳力关系式。 Sanjeevi等 [30] 也同样观察到了

Zastawny等 [28] 的预测关系式的误差，并通过格子玻

尔兹曼方法对更高雷诺数下的椭球颗粒曳力系数进

行了计算，并在其关系式的基础上提出了雷诺数在

0.1≤Re≤2000范围内的曳力系数关系式。表 1汇总

了近年来不同文献中椭球颗粒曳力系数的预测关系

式，由表 1可知，目前尚无考虑近壁修正的椭球颗粒

曳力预测关系式。

关于壁面约束对颗粒曳力影响的研究，最早是

Goldman等[32] 研究了壁面效应对球形颗粒曳力系数

的影响，发现壁面效应对球形颗粒曳力系数的影响十

分显著，曳力系数随着颗粒-壁面间距的增大而减少，

并且在贴近壁面到颗粒-壁面间距小于颗粒直径时，

壁面效应的影响达到最大。Zeng等[33-34] 对近壁面有

限雷诺数剪切来流中的球形颗粒曳力特性进行了研

究，发现壁面的存在会增加颗粒附近的黏性效应，从

而使得曳力系数增加。Ekanayake等 [35] 进一步对极

低雷诺数下的近壁球形颗粒曳力进行了研究，并提出

新的曳力关系式。薛志亮等 [36] 采用粒子图像测速

法，对不同雷诺数下球形颗粒的尾流特性进行了研

究，分析了壁面与颗粒之间的作用机理。Zarghami和
Padding[37] 通过格子玻尔兹曼方法研究了二维椭圆在

剪切来流下受到的曳力，研究发现壁面效应对于椭球

颗粒的曳力系数具有显著影响，同样指出近壁面曳力

的增加是附加黏性效应所致。近期 ， Fillingham
等[31] 对低雷诺数（0.1＜Re＜10）紧贴壁面水平放置的

三维椭球颗粒曳力特性进行了数值模拟研究，并提出

了贴近壁面的曳力系数预测关系式。

综上所述，一方面，为了简化计算，在传统的研
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究方法中，研究者们通常将颗粒假设为球形颗粒。然

而，在很多实际颗粒两相流系统中球形颗粒的假设已

不能真实反映颗粒的运动行为，严重影响颗粒系统装

备的设计、优化和实际运行[38]。另一方面，多数情况

下，颗粒运动往往并非处于理想的自由来流中，而是

会受到其附近壁面的影响。目前关于非球形颗粒与

流体相互作用的壁面效应研究还很少。近壁流动中

非球形颗粒与流体相互作用除了与颗粒雷诺数密切

相关，还强烈依赖于颗粒-壁面间距、颗粒形状和取向

等多种因素，远较球形颗粒复杂。颗粒曳力是表征流

体与颗粒间相互作用的核心参数，因此研究壁面约束

下非球形颗粒曳力特性具有重要意义。目前对于壁

面约束下椭球颗粒曳力特性的认识还很不足，缺乏计

及壁面效应的曳力系数预测关系式。因此，本文采用

直接数值模拟方法，对壁面约束下单椭球颗粒绕流进

行数值模拟，分析雷诺数、来流与颗粒取向之间攻角

以及颗粒-壁面间距对椭球颗粒曳力特性的影响，并

评估现有自由流中椭球颗粒曳力预测关系式的适用

性，最后发展考虑近壁修正的椭球颗粒曳力关系式预

测模型。

 1    数值模拟方法

 1.1   控制方程

在本文研究中，假设计算区域内是等温不可压缩

牛顿流体，三维 Navier-Stokes方程可以被简化为如下

形式：

∇·u= 0 (1)

(u · ∇)u = − 1
ρf
∇p+υ∇u (2)

u ρf

υ

式中： 为流体速度，m/s；p 为流体压力，N/m2； 为流

体密度，kg/m3； 是运动黏性系数，m2/s。

 

表 1    椭球颗粒曳力系数关系式

Table 1    Drag coefficients correlations for an ellipsoidal particle

文献 曳力系数关系式 适用范围

Happel 和Brenner[25]

CD,α =CD,a=0◦ +
(
CD,α=90◦ −CD,α=0◦

)
sin2 α

其中：CD,α=0ρ = Kα=0◦ (λ)CD,sphere

CD,α=90◦ = Kα=90◦ (λ)CD, sphere

Kα=0◦ =
8
3
λ−1/3

 2λ
λ2 −1

+
2λ2 −1(
λ2 −1

)3/2 ln

λ+ √λ2 −1

λ−
√
λ2 −1

−1

Kα=90◦ =
8
3
λ−1/3

 λ

λ2 −1
+

2λ2 −3(
λ2 −1

)3/2 ln
(
λ+

√
λ2 −1

)−1

Re＜0.1

λ＞1

Zastawny等[28]

CD,α=CD,α=0◦+(CD,α=90◦−CD,α=0◦ )sina0α

其中：CD,α=0◦ =
a1

Reb1
+

c1

Red1

CD,α=90◦ =
a2

Reb2
+

c2

Red2

1＜Re＜300

λ=0.2, 1.25, 2.5

Ouchene等[29]

CD,α=CD,α=0◦+(CD,α=90◦−CD,α=0◦ )sin2α

其中：CD,α=0◦ =
24
Re

(
Kα=0◦ (λ)+0.15λ−0.80Re0.687 + (λ−1)0.63Re0.41

)
CD,a=90◦ =

24
Re

(
Kα=90◦ (λ)+0.15λ−0.54Re0.687 +λ1.043(λ−1)−0.17Re0.65

)
Ka=0◦ =

8
3
λ−1/3

 2λ
λ2 −1

+
2λ2 −1(
λ2 −1

)3/2 ln

λ+ √λ2 −1

λ−
√
λ2 −1

−1

Ka=90◦ =
8
3
λ−1/3

 λ

λ2 −1
+

2λ2 −3(
λ2 −1

)3/2 ln
(
λ+

√
λ2 −1

)−1

Re＜240

1＜λ＜32

Sanjeevi 等[30]

CD,α=CD,α=0◦+(CD,α=90◦−CD,α=0◦ )sin2α

其中：CD,α=0◦ =

(
a1

Re
+

b1

Rec1

)
ed1Re + f1

(
1− ed1Re

)
CD,α=90◦ =

(
a2

Re
+

b2

Rec2

)
ed2Re + f2

(
1− ed2Re

)
0.1＜Re＜2000

λ= 0.4, 2.5

Fillingham等[31] CD,α=0◦= 1.7009
24
Re

[λα1+0.104λα2 Re0.75−α3(λ2−1)α4 Reα5 ] α

0.1＜Re＜10

紧贴壁面且 = 0°

1＜λ＜5

第 3 期 鲁贤民等： 壁面约束下椭球颗粒曳力特性研究 21



由于雷诺数较小（0.5～10），故采用直接数值模

拟方法（DNS）进行计算。采用有限体积法求解控制

方程，压力速度耦合采用 SIMPLEC算法求解，对流

项采用二阶迎风格式，扩散项使用二阶中心差分格式。

 1.2   计算域及边界条件

如图 1（a）所示，计算域为三维半槽道，计算域大

小为 35De（流向）× 20De（法向）× 20De（展向），De 为椭

球的等效体积直径，椭球颗粒-壁面间距为 G（后文为

了分析具有普适性，采用 De 对 G 进行无量纲化，即

椭球颗粒-壁面无量纲间距为 G/De），椭球长轴与流向

之间的夹角定义为攻角 α。对于本研究中的椭球颗粒

形状，选取纵横比为 λ = a/b = 5/2的椭球颗粒进行数

值模拟，如图 1（b）所示，a 和 b 分别表示椭球的长半

轴和短半轴长度。
 
 

10De
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FD
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2b

Gy

x

z

(a) 计算区域示意图

y

x

Inlet Outlet

Wall
O

(b) 椭球颗粒xOy截面图

图 1    壁面约束下椭球颗粒绕流计算示意图

Fig. 1    Sketch of the numerical simulation of flow past
an ellipsoidal particle under wall constraint

 

椭球的等效体积直径定义为：

De= 2(ab2)
1/3 (3)

椭球颗粒的雷诺数定义为：

Re =
UcDe

υ
(4)

式中 Uc 是椭球几何中心高度位置对应的来流速度，m/s。
当颗粒-壁面无量纲间距 G/De 或攻角 α 变化时，通过

调整流体运动黏性系数以保持恒定颗粒雷诺数。

计算域的边界条件如图 1（a）所示，左侧边界为

速度入口，来流流向速度沿 y 方向线性分布，椭球颗

粒的剪切雷诺数可定义为：

ReK =
KD2

e

υ
(5)

K =
∂Ux

∂y
= 1.753 2/s其中剪切率 。

计算域右侧边界为压力出口。椭球颗粒表面和

槽道底面为无滑移边界条件，槽道顶面速度根据剪切

率给定，槽道侧面采用自由滑移边界条件。

椭球颗粒曳力系数定义为：

CD =
FD

1
2
ρ∞U2

c
π
4

De
2

(6)

ρ∞

式中：CD 表示颗粒曳力系数；FD 表示椭球颗粒所受

曳力，N； 表示来流流体密度，kg/m3。

 1.3   数值方法验证

为了验证当前数值计算方法的可靠性，本文模拟

了 Fillingham等 [31] 攻角 α = 0°时不同纵横比椭球颗

粒绕流的算例，曳力系数对比如图 2所示。本文计算

结果与 Fillingham等[31] 的数据吻合很好，最大相对误

差小于 5%。同时，计算得到的球形颗粒（λ = 1）曳力

系数与 Zeng等 [34] 的预测关系式结果同样吻合很

好。由此，本文数值计算方法是可靠的。
  

103

102

101

C
D

10−1 100 101

Re

α=0°

λ=1, Present work
λ=2, Present work
λ=3, Present work
λ=4, Present work

λ=2, Fillingham et al.[31]

λ=3, Fillingham et al.[31]

λ=4, Fillingham et al.[31]

λ=1, Zeng et al.[34]

λ=1, Fillingham et al.[31]

图 2    攻角 α = 0°时紧贴壁面的椭球颗粒曳力系数

Fig. 2    Drag coefficient of an ellipsoid particle placed close to
the wall at α = 0°

 

进一步地，选取雷诺数 Re = 0.5、间距 G/De = 0.2
和攻角 α = 45°的算例进行网格独立性验证。选取

3套不同疏密度的网格进行模拟，网格的最小尺寸分

别为 0.06De、0.03De 和 0.02De，3套网格数量分别为

8.2×105、3.1×106 和 5.2×106，采用结构化网格提高网

格质量且在椭球周围采用 O型网格进行划分，算例

的其他设置保持一致。从表 2可以看出中等网格相
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对精细网格的曳力系数误差小于 1%，从中等网格到

精细网格的网格数量变化对于椭球颗粒曳力系数的

影响可以忽略，中等网格即可满足当前计算要求，因

此本研究所有算例均采用数量在 300 万左右的中等

网格进行计算。

本文选取 Re = 0.5～10、G/De = 0.2～4、α = 0°～90°
范围内共 175个组合算例，具体参数取值如表 3所示。
 
 

表 2    网格无关性验证（Re = 2、G/De = 0.2、α = 45°）
Table 2    Grid independence test at Re = 2, G/De = 0.2 and α = 45°

网格类型 网格数量 ∆y/De网格分辨率 曳力系数CD
相对精细网格

结果的误差

粗糙网格 8.2×105
0.06 19.20 2.2%

中等网格 3.1×106
0.03 19.49 0.8%

精细网格 5.2×106
0.02 19.65 —

 
 

表 3    研究参数选取

Table 3    Investigated parameters selection

参数 取值点

Re/m-1
0.5, 1, 2, 4, 8

G/De 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 2, 4

α/(°) 0, 30, 45, 60, 90

 

 2    结果与分析

 2.1   不同因素对椭球颗粒曳力系数的影响

通过计算不同工况下椭球颗粒的曳力系数，得到

椭球颗粒的曳力系数随颗粒雷诺数 Re、颗粒-壁面无

量纲间距 G/De 和攻角 α 变化的关系。图 3是不同工

况下曳力系数变化关系图，从图中可以看出，椭球颗

粒曳力系数随雷诺数 Re 和颗粒 -壁面无量纲间距

G/De 的增大而减小，而随攻角 α 的增大而增大。

在不同雷诺数下，椭球颗粒曳力系数随攻角 α 和

颗粒-壁面无量纲间距 G/De 的变化趋势类似。在本文

研究的任意雷诺数和攻角下，椭球颗粒曳力系数在

G/De = 0.2时达到最大值；随着 G/De 的增加，曳力系

数变化可分为三个阶段（图中用三个颜色区分），即

快速下降阶段（0.2≤G/De≤1）、下降阶段（1≤G/De≤

2）和缓慢下降阶段（2≤G/De≤4）。为更清晰地反映

颗粒-壁面间距对椭球颗粒曳力系数的影响规律，用

G/De = 4时的曳力系数进行无量纲化，结果如图 4所
示。在同一攻角和雷诺数下，曳力系数在 G/De  =
0.2时可达到 G/De = 4的 1.2～1.35倍。同样的，可清

楚地观察到曳力系数随颗粒-壁面间距的变化呈现如

前所述的三个阶段。

CD CD,p

CD,v

为进一步探明壁面约束对曳力系数的影响，将曳

力系数 分解为压差曳力系数 和摩擦曳力系数
 [24, 39]：

CD,p =
∣∣∣Fp

∣∣∣ /(0.5ρ∞U2
c
π
4

De
2) (7)

CD,v = |Fv|
/
(0.5ρ∞U2

c
π
4

De
2) (8)

CD =
(∣∣∣Fp+Fv

∣∣∣) /(0.5ρ∞U2
c
π
4

De
2) (9)
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图 3    不同 Re、G/De、α 下的椭球颗粒曳力系数

Fig. 3    Drag coefficients of an ellipsoidal particle at different Re, G/De  and α
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Fp =
z

s
(p− p∞) I·ndS (10)

Fv =
z

S
τ · ndS (11)

τ

式中：Fp 为椭球颗粒所受压差曳力，N；Fv 为椭球颗

粒所受摩擦曳力，N；I为单位向量；n为单位法向量；

为黏性应力张量，N/m2。

摩擦曳力系数与压差曳力系数的比值随颗粒-壁
面无量纲间距变化的关系如图 5所示。从图中可以

看出，在不同的 Re 和 G/De 下，摩擦曳力系数与压差

曳力系数的比值在 2～7之间，即摩擦曳力始终占主

要贡献。在不同的雷诺数和攻角下，摩擦曳力系数与

压差曳力系数的比值在 G/De＜1时随 G/De 增大而略

微增加，但当 G/De＞1时，该比值变化较小且趋于平
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图 4    不同 G/De 下曳力系数与 G/De = 4 时曳力系数的比值

Fig. 4    Ratios of the drag coefficients at different G/De to the drag coefficient at G/De = 4
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图 5    不同工况下摩擦曳力系数与压差曳力系数之比

Fig. 5    Ratios of viscous drag coefficient to pressure drag coefficient under different conditions
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缓。在同一雷诺数和颗粒-壁面无量纲间距时，摩擦

曳力系数与压差曳力系数的比值随攻角增加而明显

下降，特别在小攻角（α = 0°～45°）时，随攻角增加该

比值由 7下降到 3左右，在大攻角（α = 45°～90°）时，

该比值下降趋势减缓，仅仅从 3下降至 2左右。

图 6是在 G/De = 0.6、不同雷诺数时，压差、摩擦

和总曳力系数随攻角 α 的变化。从图 6中可以看出，

在不同雷诺数下，椭球颗粒压差和总曳力系数随攻

角 α 的增加而显著增加，摩擦曳力系数随攻角 α 的增

加而略微减小。虽然图 5表明摩擦曳力系数在颗粒

的曳力系数中占据主导地位，但是椭球颗粒曳力系数

的增长是来自压差曳力系数的增长。

为更直观地了解颗粒 -壁面无量纲间距 G/De 和

攻角 α 对椭球颗粒受力的影响，给出了不同工况下的

压力系数云图，如图 7和图 8所示。压力系数计算公式

如下：

Cp =
p− p∞
1
2
ρ∞U2

c

(12)

图 7是 Re = 2、α = 0°时，不同颗粒-壁面无量纲间

距 G/De 下的压力系数云图。从图 7可以看到，在

G/De＜1时，壁面会影响椭球颗粒周围的压力分布，
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Fig. 6    Variations of the pressure drag coefficient, viscous drag coefficient and total drag coefficient with Re、α at G/De = 0.6
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使其不再对称。同时在较小的颗粒-壁面无量纲间距

（G/De = 0.2, 0.4, 0.6）时，壁面的存在会增大椭球颗粒

附近的低压（蓝色）区域，随着 G/De 的增大，壁面影响

逐渐削弱，低压区域逐渐变小且趋于对称。综合

图 5和图 7来看，在小颗粒-壁面无量纲间距下，壁面

的存在增大了压差曳力在总曳力中的占比；随着颗

粒-壁面无量纲间距的增大，当 G/De＞1时，壁面效应

对压差曳力的影响减弱，压差曳力在总曳力中的占比

减少且不再变化。

图 8是 Re = 2、G/De = 0.6时，不同攻角 α 下的压

力系数云图。从图 8中可以看到，当攻角由 0°增大到

30°时，椭球颗粒附近低/高压区域均明显增加，椭球

颗粒的压差系数增大，从而导致摩擦曳力系数与压差

曳力系数的比值大幅下降；而攻角从 60°到 90°时，椭

球颗粒附近低/高压区域均增幅减小，这导致摩擦曳

力与压差曳力的比值下降趋势减缓。
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Fig. 7    Contours of pressure coefficient for different G/De at Re = 2 and α = 0°
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图 8    Re = 2、G/De = 0.6 时，不同攻角下的压力系数云图

Fig. 8    Contours of pressure coefficient for different α at Re = 2 and G/De = 0.6
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 2.2   现有模型评估

由以上研究可知，壁面的存在会显著影响椭球颗

粒所受曳力特性。正如前文所述，基于欧拉-拉格朗

日框架的点颗粒直接数值模拟的准确性直接依赖于

颗粒点力模型，因此本文首先对现有自由来流中的椭

球颗粒曳力系数关系式的适用性进行评估。将文

献 [25, 28, 30, 31]中的椭球颗粒曳力关系式预测结果

同本文的直接数值模拟结果进行比较，如图 9所示。

从图中可以看出，Fillingham等[31] 的预测关系式虽然

考虑到了壁面约束的影响，但只考虑到紧贴壁面情

形，无法描述颗粒-壁面无量纲间距 G/De 变化所带来

的影响，预测结果总体偏大。而 Happel和 Brenner[25]、

Zastawny等[28]、Sanjeevi等[30] 的曳力关系式考虑了椭

球颗粒形状的影响，但是缺乏对壁面效应的考虑，所

以关系式预测的曳力系数偏小。由此可见，现有自由

流中椭球颗粒的曳力模型预测存在较大偏差，亟需发

展计及壁面效应的椭球颗粒曳力系数预测模型。
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图 9    不同椭球颗粒曳力模型预测结果与本文直接数值模拟结果

对比

Fig. 9    Comparison between the predicted results of different
ellipsoidal particle drag models and the DNS data in this paper

 

 2.3   考虑近壁修正的椭球曳力系数预测模型

对于椭球颗粒，在斯托克斯流下， Happel和

Brenner[25] 提出了适用于不同攻角下椭球颗粒曳力系

数的预测关系式：

CD,α =CD,α=0◦ + (CD,α=90◦ −CD,α=0◦ )sin2α (13)

研究表明，该式提出的曳力系数随颗粒攻角的正

弦平方变化关系可拓展到更高雷诺数 [27]，因此本研

究针对椭球颗粒曳力系数的关系式同样在此基础上

进行修正。

最近，Sanjeevi等 [30] 在 Happel和 Brenner[25] 的研

究基础上，提出了雷诺数在 0.1～2 000范围内适用的

曳力关系式。Sanjeevi等[30] 在 α = 0°和 α = 90°时提出

的不同关系式如下：

CD,α=0◦=

(
23.10

Re
+

3.397
Re0.364

)
e−0.0008Re+0.169(1− e−0.0008Re)

(14)

CD,α=90◦=

(
27.93

Re
+

4.286
Re0.234

)
e−0.0018Re+0.815(1−e−0.0018Re)

(15)

将壁面约束存在时椭球颗粒曳力系数和自由来

流中的曳力结果相比，定义曳力近壁修正系数 C*为：

C∗ =CD,DNS/CD,Sanjeevi (16)

图 10给出了 Re = 2时不同攻角和颗粒 -壁面无

量纲间距的曳力修正系数。由图 10可以看出，近壁

修正系数随 G/De 的增加逐渐趋于自由来流的结果，

值得一提的是，当 G/De = 4时壁面效应的影响仍不可

忽略。不同雷诺数下的曳力修正系数与 Re = 2时的

变化趋势类似。在 Re = 0.5～10的范围内，本文对 α =
0°和 α = 90°时分别提出了不同的曳力修正系数关

系式：

CD,α=0◦ =

[
0.1617

Re0.1458(G/De)0.6358+1
]
CD,Sanjeevi,α=0◦ (17)

CD,α=90◦=

[
0.1374

Re0.0898(G/De)0.4812+1
]
CD,Sanjeevi,α=90◦ (18)
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图 10    Re = 2 时不同 α 和 G/De 下的曳力修正系数分布

Fig. 10    Drag force correction factor distribution for different
α and G/De at Re = 2

 

对于任意的攻角 α，有：

CD,α=CD,α=0◦ + (CD,α=90◦ −CD,α=0◦ )sin2α·[
1− 0.5217

Re0.0455(G/De)0.0073

]
(19)

由公式（17～19）可知，当 G/De 趋于无穷大时，壁
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面的影响可以忽略不计，此时关系式可以收敛到自由

来流结果。

本文采用平均绝对百分比误差（mean absolute
percentage Error, MAPE）对关系式预测效果进行评估：

S MAPE =
1
n

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣ĈDi−CDi

CDi

∣∣∣∣∣∣ (20)

ĈDi CDi式中， 为模型预测曳力系数， 为实际曳力系

数，n 为所有算例数目。

通过对比关系式预测结果和数值计算结果（见

图 9），发现最大相对误差为 12.5%，平均绝对百分比

误差约 4%，决定系数 R2 = 0.996 8，这表明我们的关系

式预测性能良好。

 3    结　论

本文采用直接数值模拟方法对雷诺数 Re = 0.5～
10、攻角 α = 0°～90°和颗粒-壁面无量纲间距 G/De =
0.2～4的椭球颗粒曳力特性进行了研究。

首先，讨论了不同因素对椭球颗粒曳力系数的影

响。椭球颗粒曳力系数随雷诺数和壁面间距的增长

而减小，随攻角 α 的增大而增大。

其次，基于曳力贡献分解，分析了不同因素的影

响机理。当前雷诺数下椭球颗粒摩擦曳力始终占主

要贡献。由于壁面约束可显著改变压差曳力大小，曳

力系数变化可分为三个阶段：快速下降阶段（0.2≤
G/De≤1）、下降阶段（1≤G/De≤2）和缓慢下降阶段

（2≤G/De≤4）。进一步地，分析攻角对颗粒曳力系

数的影响机制，发现攻角 α 的增大导致椭球颗粒附

近的低压区域增大，从而引起颗粒压差曳力系数的

增加，并成为椭球颗粒曳力系数随攻角增大的主要

原因。

最后，通过对比文献中曳力系数关系式和数值模

拟的结果，发现现有自由流中椭球颗粒的曳力模型预

测存在较大偏差。进一步地，基于壁面效应对曳力系

数的影响规律，提出了考虑近壁修正的椭球颗粒曳力

系数的预测关系式，该关系式的最大相对误差为

12.5%，平均绝对百分比误差约 4%，决定系数 R2 =
0.996 8，预测性能较好。

需要指出的是，本研究将椭球长轴固定在 xOy 面

内，然而实际情况下，椭球颗粒的长轴可能位于不同

平面，椭球颗粒曳力特性可能会更加复杂。另外，本

研究只考虑了一个纵横比的椭球颗粒，颗粒纵横比的

影响考虑得还不够全面。这些都是今后需要进一步

开展的工作。
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